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　x：1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
がそのような例になっている．実際，平均値





等差数列の標準偏差の整数性とペル方程式x 2−3y 2= 1．
吉　田　知　行
２　ペル方程式への問題の書き換え




である．ここでax+b はax1+b, … , axN +bか
ら成るデータである．
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たとえばx（1, 0） は数列1, 2, … , N であり，
x（a, b） = ax（1, 0） + b



















（証明） （3y）2 = 3（x2−1） なので，3y は代
数的整数である．3y は有理数でもあるので，
y′ :=3y は整数である．y′2 = 9y2 = 3（x2−1） 
なので， y′ は３の倍数となる．結局 y = 
y′/3も整数である．（証終）
３　ペル方程式x2−3y2 = 1 の解．
　一般のペル方程式x2−Dy2 = 1 （D > 0は平
方数でない正の整数） に比べると，D = 3の
場合は「最小解」が（x1, y1） = （2, 1） と単純
である．ペル方程式の一般論によれば，
で整数列{xn},{yn} を定義すれば，（xn, yn）が





x1 　= 2,  y1 = 1,
xn+1 = 2xn + 3yn,
yn+1 = xn + 2yn
同じことだが，行列を使って
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xn+2 = 4xn+1 − xn, x0 = 1, x1 = 2,
yn+2 = 4 yn+1 − yn, y0 = 0, y1 = 1.





えば，n = 3 の場合を見ると，2, 4,･･･, 52 の
標準偏差は15 と整数になる．実際の手計算
の練習問題に出すならn = 2 （N = 7） くらい
であろう:
　平方和の公式を知っている学生には n = 
3（N = 26） やn = 4 （N = 97） も可能であろう．
n N＝xn yn σ
1 2 1 0.5
2 7 4 2.0
3 26 15 7.5
4 97 56 28.0
5 362 209 104.5
6 1351 780 390.0
7 5042 2911 1455.5
8 18817 10864 5932.0
9 70226 40545 20272.5
10 262087 151316 75658.0
表１　標準偏差が有理数になる等差数列
1,2,...;, N．標準偏差  σ= yn/2．
４　その他の有限数列の和
（A） が平方数y2 になるのは
いつか．x = 2N + 1 と置けば，これは
ペル方程式





問 題 は， フ ラ ン ス 人 数 学 者 Édouard 
Lucas（1875） による．自明なN = 1 を
除けば，解はN = 24 だけである:
12 + 22 + 32+･･･ + 242 = 702
［CS 99］によれば，この等式は
w = （0, 1, 2, … , 24 | 70）
が26 次元Lorentz-Leech 格子 Ⅱ25,1 の
等方的ベクトル（isotropic vector） であ
ることを意味する．次の等式もある:
















はx = 2N + 1, y = 4u（x） と置いて，（x, y） 
がペル方程式x2 − 3y2 = 1 の解になる
ことである．表１から， たとえば（7, 4）,
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５　若干のコメント





無理数ω > 0 に対し，ω0 = ωと置き，以下
で自然数列 と実数列 を定
義する．ここで[x] は実数x の整数部分（ガ















　ペル方程式x2 − Dy2 = 1 の解と連分数と
の関係では，以下のことが成り立つ．
（ⅰ） ペル方程式は必ず自然数解を持つ．
（ⅱ） そ の よ う な 解 は ， の 奇 数 番 目
の 近 似 分 数 のどれかである．




ル方程式x2 − Dy2 = 1 の解であり，逆にこ
のペル方程式の解は必ずこの様にして得られ
る．
　D = 3 の場合は議論が簡単である．２次体
が単項イデアル環，したがって素元
分解環であることが問題を簡単にするし，最
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